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Einfiihrung

Der asymmetrische Exklusionsprozef3 ist ein zeitstetiger Markov-Prozef3 auf
{0, 1}Zd, der aus miteinander wechselwirkenden Irrfahrten auf dem Gitter Z¢
besteht. Zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 darf sich an jedem Gitterpunkt z € Z¢
hochstens ein Teilchen befinden; daher der Name Exklusionsprozel. Es sei
ny(x) := 1, falls sich zum Zeitpunkt ¢ ein Teilchen in x befindet, und n,(z) :=
0, falls z unbesetzt ist. Die stochastische Dynamik 148t sich anschaulich wie
folgt beschreiben:

Ein Teilchen im Punkt z € Z? fithrt unabhingig von der Vergangenheit und
den anderen Teilchen folgende Schritte aus:

1. Das Teilchen wartet eine exponentielle Zeit.

2. Es wiihlt einen Punkt y € Z¢ gemiB einer translationsinvarianten Uber-
gangswahrscheinlichkeitsverteilung p(z,y) = p(y — x) aus. (Wir folgen
dabei der iiblichen Normierungskonvention, indem wir > _,.p(z) = d
an Stelle von ) _,.p(z) = 1 voraussetzen.)

3. Falls der Punkt y unbesetzt ist, springt das Teilchen dorthin; andern-
falls bleibt es in z.

Sodann startet der Proze3 von Neuem.

Von besonderem Interesse ist das Studium des hydrodynamischen Limes.
Gegeben sei hierzu eine zweimal stetig differenzierbare Funktion

po : RY — [0,1]. Fiir jede natiirliche Zahl N > 1 ordnen wir ihr das fol-
gende WahrscheinlichkeitsmaB ;Y auf {0,1}2" zu: Beziiglich VN sind die
Funktionen 7 +— n(z) unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Erwartungs-
wert po(x/N). Man bezeichnet die Folge (1) y>1 als die Folge der dem Pro-
fil po : RY — [0, 1] zugeordneten Bernoulli-Produktmafie mit sich langsam
anderndem Parameter.

Es bezeichne (n));>0 den um den Faktor N beschleunigten asymmetrischen
Exklusionsprozel. Die Zeit wird also um den Faktor N skaliert; man spricht
von Euler-Skalierung.

Rezakhanlou [7] hat gezeigt, daf in einem schwachen Sinne

pi(u) == lim E*" [ (luN])]

N—oo

existiert und der nicht viskosen Burgers-Gleichung
dip+-V [p(1 = p)] = 0
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mit den gegebenen Anfangswerten py geniigt; hierbei bezeichne
Y =) ,cga 2p(2) die Richtung der Drift.

Dieses Ergebnis 148t sich wie folgt deuten: Wir betrachten ein System von
Teilchen (z.B. eine Fliissigkeit oder ein Gas) in R¢. Wir nehmen an, daf
die Teilchendynamik auf mikroskopischer Ebene durch den asymmetrischen
Exklusionsprozef§ gesteuert wird und dafl zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Teilchen-
dichte im Punkt v € R? durch po(u) gegeben ist, also die Teilchenzahl in
einer kleinen Umgebung um u proportional zu py(u) und dem Volumen der
Umgebung ist.

Das Ergebnis von Rezakhanlou besagt dann, dafl die zeitliche Entwicklung
der Teilchendichte in der Euler-Skalierung durch die obige partielle Differen-
tialgleichung beschrieben wird.

In Dimension d > 3 gelang es Landim, Olla und Yau [4], dieses Ergebnis
zu verfeinern: Sie konnten, ebenfalls in der Euler-Skalierung, zeigen, daf§ die
Korrektur bis zur nichsten Ordnung durch die viskose Burgers-Gleichung

d

1 g
dp+7-Vp(=pl =5 D 0 [ (0)05(p)]
ig=1
gegeben ist; die in dieser Gleichung auftretende Matrix (a™/(p))¢;_, ist der

Diffusionskoeffizient.

Dieselben Autoren haben in ihrem Aufsatz [3] verschiedene Eigenschaften des
Diffusionskoeffizienten untersucht; insbesondere haben sie ihn in der Form

a"’(p) = lim Di;(t, p)
mit
Di;(t, p) := % { > wiw B [{m(x) — no() 3o (0)] — wijt2} (1)

dargestellt.

Wir bezeichnen D(t) = D(t, p) als Diffusionskoeffizienten zum Zeitpunkt t.
Der Darstellung (1) ist das Verhalten von D(t) fiir t — oo nicht sofort anzu-
sehen. In Dimension d > 3 haben Landim und Yau [6] gezeigt, dal D(t) fir
t — oo beschriankt bleibt.



In Dimension 2 ist die Situation vollig anders: Wir werden unter einer spe-
ziellen Voraussetzung an die Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Start-
verteilung zeigen, daf§ D (t) fiir £ — oo im zeitlichen Mittel mindestens so
schnell wichst wie (logt)!/2. Dabei folgen wir den Ideen von Landim, Qua-
stel, Salmhofer und Yau in ihrem Aufsatz [5].

Der Schliissel zum Beweis liegt darin, die Resolvente (A — £)~! des Genera-
tors L des Exklusionsprozesses abzuschétzen. Hierzu stellen wir in Kapitel 2
die Resolventengleichung (A — £)u = w als unendliches lineares Gleichungs-
system dar. Das bei Grad n abgeschnittene Gleichungssystem entspricht der
Gleichung (A — £,)u = w fiir einen Operator L£,. Wir zeigen, dafl sich £
durch £, abschitzen a8t und verwenden in Kapitel 3 die Abschéitzung bei
Grad 3.

Die zentrale Idee besteht nun darin, die Situation durch Anwendung der
Fourier-Transformation zu vereinfachen. Hierzu eignet sich der Operator L3
selbst allerdings nicht. Wir ersetzen ihn daher durch einen dhnlichen Opera-
tor Lz, wonach die Abschitzung mit Hilfe der Fourier-Transformation gelingt.
Im letzten Kapitel rechtfertigen wir schliellich die Ersetzung von L3 durch
L3.
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Ich danke Herrn Prof. Dr. Karl-Theodor Sturm dafiir, daf er mir dieses inter-
essante Thema gestellt hat und mich bei meiner Arbeit betreut und beraten
hat.

Meinen Eltern danke ich dafiir, daf sie mir mein Studium ermdoglicht haben
und mir immer zur Seite stehen.
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1 Der Diffusionskoeffizient des asymmetrischen
Exklusionsprozesses. Definitionen und For-
mulierung des Hauptresultats

Wir betrachten den asymmetrischen einfachen Exklusionsproze auf Z¢. Dies
ist ein zeitstetiger Markov-Proze$ (1;):>0 mit Zustandsraum {0, 1}Zd, dessen
Generator £ auf Zylinderfunktionen (das sind Funktionen, die nur von end-
lich vielen Variablen abhiéngen) f : {0,1}2" — R wie folgt wirkt:

(LHm) =Y ply—x)m@)L—nW)]f0™) = f(O)]

z,yc€Zd

Dabei bezeichne n*¥ diejenige Konfiguration, die aus n durch Vertauschen
der Belegungsvariablen von x und y entsteht:

n(y) ,fallsz=z
n"Y(z):=¢ n(z) ,fallsz=y
n(z)  falls 2 ¢ {z,y}

Ferner ist p : Z¢ — [0, 1] eine Funktion mit
L op(e;) +p(—e)=1,i=1,....d
2. p(z) =0, falls z ¢ {e;, —e; |i=1,...,d} .

(Die e; sind die kanonischen Einheitsvektoren in Z2.)
Der Generator hat also die Form

LhHm) = D {pledn@)L —nlx +e)][f (") — f(n)]

+ p(—e)n(@)[1 — n(z — e)][f (™) — f(n)]} .

Die Halbgruppe des Prozesses bezeichnen wir mit (e€)>o.
Fiir z € Z%, 1 € {0,1}%" und f : {0,1}%" — R seien

(T2n)(y) == n(x +y)

und
(1)) = f(7am).

Fiir p € [0,1] sei v, das Bernoulli-Produktmaf auf {0, 1}%* mit Dichte p. Un-
ter diesem Wahrscheinlichkeitsmaf sind die Funktionen 1 +— n(x) unabhéngig
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und Bernoulli-verteilt mit Erwartungswert p. Diese Mafle sind invariant fiir
den einfachen ExklusionsprozeB, siehe z. B. [2], Proposition 2.2.

Fiir f € L*(v,) sel
< f>,:=E"(f)

der Erwartungswert von f beziiglich v,.

Fiir f,g € L*(v,) selen
<fig>,=<fg>, (2)
das Skalarprodukt und
<fig>, =< fg>,—<[f><g>,

die Kovarianz von f und g beziiglich v,.

Fiir eine Konfiguration n € {0,1}2" bzw. eine Dichte p € [0,1] bezeichne
P bzw. PP dasjenige W-Maf§ auf dem Pfadraum

DR, {0,1}%") := {f : Ry — {0,1}%" | f rechtsstetig mit linken Limiten},

das dem in 7 bzw. mit Verteilung v, startenden Markov-Prozefl mit Genera-
tor L entspricht.

Erwartungswerte beziiglich P7 bzw. P? bezeichnen wir mit E7 bzw. E”.

Fir z € Z% i € {1,...,d} und eine Konfiguration n € {0,1}2" ist der
augenblickliche Flufl Wy yie, = Wi zte; () von z nach x + e; definiert als die
Differenz zwischen der Rate, mit der ein Teilchen von x nach x + e; springt,
und der Rate, mit der ein Teilchen von x + e; nach z springt:

Wi are, () 1= plea)n(@)[L — n(z + e;)] — p(—ei)n(z + €;)[1 — n(z)]
Fiir i € {1,...,d} und eine Konfiguration 1 € {0,1}2" sei w; = w;(n) der

normalisierte Fluf in der i-ten Richtung:

d
wl(n) = WO,ei (77)_ < WO,ei >,0 _@ < WO,ei >0 [77(0) - p]

Der adjungierte Prozef$ ist dadurch charakterisiert, dal sein Generator L*
beziiglich v, zu £ adjungiert ist. £* ist explizit gegeben durch

(L)) = > oy — @)1 = n@)f ™) = fO)],

z,ycZ?



wobei p(z) := p(—z). (Siehe z. B. [2], Proposition 2.2.)
Seine Halbgruppe bezeichnen wir mit (e*£");o.

Wie fiir den urspriinglichen Prozef3 definieren wir auch fiir den adjungier-
ten Prozefl die Fliisse W, .. =Wy . . (n) und w; = w}(n):

Weoi(n) = Pledn(@)l - n(z +e)] — H—edn(a + e[l — ()
W) = Wo ()= < Wi >y —% < Wy 50| [0(0) —

do

Sei x = x(p) die Kompressibilitat, definiert durch

=Y <nx);n(0) >

reZd

In unserer Situation gilt wegen der Unabhéngigkeit der n(z) beziiglich v,:

x(p) = <n(0);n(0) >
= <n(0) >, - < n(O) >)
= p—r
= p(1-p)

Sei
Sp(a,t) = E” [{m(z) — no(z) }mo(0)]

die zeitabhdngige Korrelationsfunktion im Gleichgewicht mit Dichte p.

Fiir t > 0 ist die Geschwindigkeit v = (v, ...,v4) € R? definiert durch

AT

thzeZd

<

Es gilt (siche [8], Kapitel I1.5.1, Formel (5.7)):

v=(1-2p) > p(2)z

z€Z4d

Die Geschwindigkeit ist also insbesondere zeitunabhéngig.



Der Diffusionskoeffizient (Di;(t))¢,—; = (Di;(p,t))};=, € R zum Zeit-
punkt £ € R, ist definiert durch

1
Dy(t) = %y { Z 2;2;5,(x,t) — Xvivth}

- % { EZdeiijp {ne(x) — no(x) }no(0)] — Xijﬁ} )

Satz 1 Der Diffusionskoeffizient lifst sich auch durch die symmetrisierte
Green-Kubo-Formel ausdriicken, d.h. es gilt:

1 I . .
Dij(t) = 5 0 —2—/ / Y A< wsdE nw) >, + <wie nawl >} drds
tx Jo Jo vezd

Beweis : Die Behauptung folgt unmittelbar aus den folgenden drei Lemmata:

Lemma 1.1

> @i B [{mi(x) = 1o() }170(0)]

x€Zd

= =0t < [nle;) —n(0)|Woe, >,

t s
- / / > {< Woes; €5 maWeo, >p + < Woe €5 W, >p} dr ds
0 JO

xcZ4

Lemma 1.2
< [n(e:) —=n(0)]|Woe, >, = —x

Lemma 1.3

t s
/ / > < Woe € W, >, drds
o Jo i

xcZd

t S
= / / Z < wj; em*Tzw;‘ >, drds — Kvivjf
0o Jo 2

x€Zd

Fiir einen Beweis dieser Lemmata siehe [3], Lemma 2.1 und die sich anschlie-
Benden Untersuchungen.



Ab jetzt betrachten wir nur noch den folgenden Spezialfall:

d=2,pler) =1, p(—e) =0, plea) =p(—ez) = %

Der Prozef ist also in x;1-Richtung total asymmetrisch (Teilchen kénnen nur
nach rechts springen) und in zo-Richtung symmetrisch.

Der Generator £ lautet somit:

= > {n n(x +e)|[f(n™"F) — f(n)]

x€Z?

+%77(x)[1 —n(x +e)][f(n™"T) — f(n)]

+%77( )L = nlz —e)][f(n™* %) = f()] }
=S @~ e+ e ) — )

x€Z?

b3 )1 = (e + ea)] 0l 4 ea)1 = ()]} [F07) — Fo)]}
=1, falls n(x ) # n(x + ez)

= 5 (i e el - sl + 510 - ol

x€Z?

Fiir die Flisse erhalten wir:
Wezre(n) = n(@)[1 —n(z +e1)]

Werrealn) = (o)1= e+ e2)] = gnle -+ e2)[1 — ()

S0@) — (e + )

W;,:::Jrel (77) = _Wm,x+el (77)
W;,x+eg (77) = Wx,x+€2 (77>
= wi(n) = —wi(n) = Woe(n)— < Woe, >, — je < Woe, >0 [1(0) = p]
= n0)[1 —nle)] = p(1 —p) —(1— 2/))[77(0) —p]
= 7(0) —n(0)n(er) — p+ p* —n(0) + p+ 2pn(0) — 2p°
= —n(0)n(e1) — p* +2pn(0)
= —n(0)n(e1) +n(0)p + pnler) — p*> + pn(0) — pn(er)

(1(0) — pl[n(er) — p] — pln(er) —n(0)]

|
o
S
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. d
umm:%m>:vwam—<mm>pjﬁ<mm>e [17(0) — p]
O=p

= L(0) ~ (e

Fiir Zylinderfunktionen g, h : {0, 1}Z2 — R definieren wir das folgende Se-
miskalarprodukt (d.h. positiv semidefinite symmetrische Bilinearform):

L g,h>,:= Z < Tagih >, = Z < T1hig>,
x€Z? x€Z?

Bemerkung :

1. Obige Summe ist in Wahrheit endlich, denn g und A sind Zylinderfunk-
tionen, und v, ist ein Produktmaf.

2. Bilinearitdt und Symmetrie sind klar. Wir werden spéter sehen, dafl
< -, >, tatsichlich positiv semidefinit ist.

3. Das Semiskalarprodukt < -, - >, induziert die Seminorm
[fllp o= /<< fo f >0

4. Gradiententerme der Form 7,h— h leisten zu diesem Semiskalarprodukt
keinen Beitrag:

L T1h—h, f>,= Z[<Tz+yh;f >, —<T1h f>,]=0

r€Z?

5. Da die normalisierten Fliisse w;, ws, w} und w3 von nun an nur noch
in diesem Semiskalarprodukt auftauchen werden, diirfen wir ihre Gra-
dientenanteile fortlassen, und auch das Vorzeichen spielt keine Rolle.
Wir setzen daher ab jetzt:

wi(n) = —wi(n) = [n(0) = plnler) — ] (3)

Wir kommen nun zum zentralen Ergebnis dieser Arbeit:
Theorem 1 Fiir p =1/2 gilt:

1.Vt > 0: Dia(t) = Doy (t) =0, Das(t) = 3
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2. Es gibt ein C' > 0, so daf fiir alle geniigend kleinen \ > 0 gilt:

< C
/0 e MtDyy (t)dt > ﬁ\log)\\lm

Bemerkung : Der zweite Teil des Theorems besagt, dafl in einem gewissen
mittleren, asymptotischen Sinne Dj;(¢) mindestens so schnell wie (logt)'/2
wiéchst.

Beweis : Wegen wy = wh = 0 folgt die erste Aussage unmittelbar aus Satz 1.
Wegen wj = —w; liefert Satz 1 ferner:

1 1 t s
Dll(t) = 5 + & / / <K e“ﬁwl, w1 >>p duds
0 Jo

Daher gilt:

) ) 1 1 t S
/ e”\ttDH(t)dt = / e M| = + —/ / < e“Fwy, >, duds| dt
0 0 2 txJo Jo

1 o] 1 [e%e) o] t
= —/ te Mdt + —/ / / e M« e“‘:wl, wy >, dsdt du
2 0 X Jo u u

= % + i /000 < e"Cwy, wy >, [/uoo e M(t — u)dt] du

= % + i /OOO < e Me"Ewy, wy >, {/uoo e (- U)dt} du
— % + i /OOO < e_’\“e’mwl,wl >, [/000 te_’\tdt} du

— % + % < /Ooo e e Cwydu, wy >,

- 2L}\2-|—%<< A — L) wy, wy >

Dabei ist die letzte Gleichung die Resolventenformel aus der Theorie der
Kontraktionshalbgruppen, siehe z. B. [1], Kapitel I, Theorem 1.1.
Theorem 1 folgt daher aus der folgenden Abschétzung fiir die Resolvente:

Satz 2 Es gibt ein C' > 0, so daf fiir alle geniigend kleinen A\ > 0 gilt:
< wy, (A — L) w; > > C|log A2

Im Rest der Arbeit wird es ausschliellich darum gehen, Satz 2 zu beweisen.
Da w; der einzige uns interessierende Flufl ist, schreiben wir ab jetzt kurz w
flir wy.
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2 Die Resolventenhierarchie

Es bezeichne § := L+£ den symmetrischen und A := £5 L

schen Anteil des Generators L.
£*, S und A wirken wie folgt auf Zylinderfunktionen f : {0,1}%" — R:

(L) = > {n@)1—nlz—e)l[f (™) — f(n)]

x€Z?

den asymmetri-

+1,7(I)[1 —n(x + e)|[f(n™"F2) — f(n)]

2
Fyn@lL = 0@ = eI[F) - f)]}
= 3 @) = 0w — e [FOE) — 0]+ SLFEET) — F)]
2
= Y @t el =@l eE) = o))+ S16ET) — £
2
S = (C s f) )
= 3 Z {{n(@)[1 —nlz +e)] +n(z +e)[L — @)} (™) = f(n)]

=1, falls n(x ) # n(x + e)
+f (™) = f(n) }

= 52 > {Fmre) = )}

anm = (5556) o
5 S @~ e+ )] — e+ en)l = n@ ) ~ Fo)
1
2

Fiir n € N sei P, = P,(Z?) die Menge aller n-elementigen Teilmengen von
72. Wir bezeichnen zwei Mengen A, A € P, als dquivalent, falls es ein © € Z?
mit A = A+z gibt. In diesem Fall schreiben wir A ~ A. Die Menge der Aqui-
valenzklassen von P, beziiglich dieser Aquivalenzrelation bezeichnen wir mit

Py

12



Es bezeichne C = C(p) den Vektorraum der Zylinderfunktionen
f:{0,1}% - Rmit < f >, =0,

Fiir x € Z? sei &, € C(p) definiert durch

&) o= M =P

Vol —p)

Fiir eine endliche Teilmenge A von Z? sei die Zylinderfunktion
&x - {0,1}%° — R gegeben durch

&) =[] &m). (4)

zEA

Wegen der Unabhingigkeit der Funktionen 7 — n(x) unter v, gilt fiir A # (:
<&pr >, =0, also & € C(p).
Ferner beobachten wir, dafi wegen (3) fiir den Fluf§ w gilt:
w = p(1 = p)&o,e1} (5)

Lemma 2.1 Die Funktionen &5, wobei A alle endlichen Teilmengen von Z*
durchliuft, bilden ein Orthonormalsystem in L*(v,).

Beweis : Seien A und A zwei endliche Teilmengen von Z2.

= < &8>, = [p(—p) PN < TTin() — o) []In(w) — o] >,

z€EA ye]\

= [p(1 = p)] 2N TT < @) = pP? >, [ <) = sl >

p
v

-~

z€ANA _ p(l . p) yGAA[\ =0
(1 LfallsA=A
N 0 ,falls A #A
(A A A ist die symmetrische Differenz von A und A.) O

Lemma 2.2 Jede Zylinderfunktion f : {0, 1}Z2 — R ist eine endliche Line-
arkombination der Funktionen &y .

Beweis : Wir definieren fiir eine endliche Menge A C Z? | ein 77/ € {0,1}*
und eine Konfiguration n € {0,1}%"

1, fall = i7() Yz € A
o) ::{ alls n(x) = 7 (x) V2

0 sonst
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Es gilt:
Lya) = ] n@) J] [0 —n)

TEA
P@=1  7@®=0

Durch Ausmultiplizieren sehen wir daher, daf§ 1; A eine Linearkombination
der &, ist.

Es sei nun eine Zylinderfunktion f : {0, 1}Z2 — R gegeben. f hinge nur von
den Koordinaten z aus der endlichen Menge A C Z? ab. Fiir jedes 77 € {0, 1}
sei ein 77/ € {0,1}%" mit 5/(z) = 7' (z)Vx € A gewshlt. Dann gilt:

F=> f)lya,

7'e{0,1}4A

wobei f(n') nach der Voraussetzung an f nicht von der Auswahl von 7/
abhingt. Also ist f eine Linearkombination der Funktionen 1z 5 und damit
auch der Funktionen &,. O

Folgerung 2.1 Die Funktionen &y bilden eine Orthonormalbasis des Raum-
es C({0,1}%°) der stetigen reellen Funktionen auf {0,1}%".

Beweis : Nach den beiden letzten Lemmata geniigt es zu zeigen, dafl die Men-
ge der Zylinderfunktionen f : {0,1}%" — R beziiglich der L*(v,)-Norm dicht
in C'({0,1}%°) liegt:

Die Menge der Zylinderfunktionen bildet offenbar eine die Punkte trennende
Unteralgebra von C'({0,1}%"). Da {0,1}%* kompakt ist, liegt sie daher nach
dem Approximationssatz von Stone-Weierstral beziiglich der Supremums-
norm und damit auch beziiglich der L?(v,)-Norm dicht in C({0,1}%%). O

Es bezeichne M; = M,(p) den Vektorraum der Zylinderfunktionen vom
Grad j, d.h.

M;(p) = Z faéa | fa € R, fast alle fA =0 (6)

Wegen der Orthonormalitéit der Funktionen &, ist die Darstellung einer Funk-
tion f € M; als Linearkombination der {5 stets eindeutig, und die Réume
M stehen bzgl. < -, - > aufeinander senkrecht. Sei

C. = Calp) = D M0 (7)
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der Raum der Zylinderfunktionen f mit < f >, =0 vom Grad < n.

Jede Zylinderfunktion f mit < f >, = 0 kann nach Lemma 2.1 und Lem-
ma 2.2 auf eindeutige Weise als endliche Linearkombination von Zylinder-
funktionen von endlichem Grad dargestellt werden:

Clp) = J Calo) = P M;(p) (8)

n>1 §>1

Wir untersuchen jetzt genauer, wie das Semiskalarprodukt < -,- >, auf Zy-
linderfunktionen wirkt. Hierbei konnen wir uns auf Funktionen beschrianken,
deren Erwartungswert beziiglich v, 0 ist, da < -,- >, durch eine Summe
von Kovarianzen definiert ist. Wir verwenden die aus den £, bestehende Or-
thonormalbasis von C,(p).

Seien also g, h € C,(p) dargestellt als

9= agéa, h=> Y hi,
=1 acz2 Jj=1 Acz2

|Al=i |Al=j

wobel die Summen in Wahrheit endlich sind.
= Tzh = Z Z hi\—acgf\

=KL g,h>, = Z < g;Tzh >,

= 22 2 2 ) i Sh& >

z€Z? =1 pcz2 j=1 Acz2 ..
A= |A|=y # 0 nur fiir

} A=A
= ZZ ZgAhA—x

=1 Acz2 zeZ?
|A]=i

n

= > | DD oahaw

=1 | Acz2 x€Z?
|A]=i
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In der inneren Doppelsumme taucht jeder Term der Form gyhj mit
|A| =i, A ~ A genau einmal auf. Daher gilt:

<gh>, = > 3 ) gahy

=1 QeP; A,AeQ
- Ty (z ) (z h)
i=1 Qep, \AEQ AeQ

Insbesondere ist < -, - >, tatséchlich positiv semidefinit.

Ferner erkennen wir, daf§ die Rdiume M auch beziiglich < -, - > aufeinander
senkrecht stehen und daf§ eine Funktion g = >_ 2 91,3y € Mi(p) genau
dann zum Kern von < -, - >, gehort, wenn

> 9w =0 (9)

y€eZ?

gilt.
Sei N der Kern von < -,->>, , und sei C° := C/N.

Wir untersuchen nun genauer, wie S und A auf dem Raum C wirken:
Lemma 2.3
1. Fiir jedes n € N bildet S den Raum M, in sich selbst ab.
2. A lafit sich in der Form
A=A+ Ay + A

zerlegen, wobei Ay : M,, — M, AL : M, — M,
und A_ : M,, — M,,_4.

3. Ist f € M,, dargestellt als

F=> faa

ACZ2
[Al=n

(Sfm) = —%ZZ > avtered — fav baugeren (1) — Eauiay ()]

=1 LBEZ2 ng2
|Q|=n—1
Qn{z,z+e; }=0
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1-2p

(Aof)(n) = 9 Z Z [fQU{:c+e1} - fQU{x}HgQU{:c}(n) + gQU{a:+e1}(77>]
z€Z? QCz2
Q]=n—1

Qn{z,z+e1 }=0

(A—l-f) (77) = VvV p(l - p) Z Z [fQU{:v+e1} - fQU{z}]§QU{x,x+e1}<7]>

r€Z? QCz?
|Q|=n—1
Qn{z,z+e1}=0

(A—f)<7]) =V ,0(1 - )0) Z Z [fﬂu{x-i—a} - fQU{m}]gQ(n)

r€Z? QQZQ
|Q|=n—1
Qn{z,z+e1 }=0
Aus diesen expliziten Darstellungen folgen sofort die Behauptungen
iber das Abbildungsverhalten von S, Aoy, A, und A_.
4. A_ st sowohl beziiglich < -,- >, als auch beziiglich < -,- >, z2u —A,
adjungiert: A_ = — A%
Beweis : Wir untersuchen zunéchst den Term f(n™**¢) — f(n) :

Famm ey = fm) = > {0 — &n)}

ACZ2

|[Al=n
= [p1=p™* > fa {H[nz’“ei(y) —pl = [[In(w) - p]}
‘?\glii yeA yeEA

Der Term in der Klammer verschwindet, falls x und x + e; entweder beide zu
A gehoren oder beide nicht zu A gehéren. Daher erhalten wir:

F™Te) = fn)

= [pl=p ™| > £ {H[nm’”ei () = ol = [[Inw) - p]}

ACZ2 yEA yEA
[A]=n
zEA
| e EA

g A
r+e; EA

17



= A= 3 Jauwms JI @ —e— ] ) -0l

QCcz? yeQU{z+e;} yeQU{z}
|Q]=n—1
QN{x,z+e; }=0

+ > fapredy 1] W@ - = T ) -0l
|f¥|gzil yeQuU{z} yeQU{z+e;}
Qﬂ{x,;—y‘:—ei}zﬂ

= Y v {bovere (1) = Coupy (1)} = fovaren{€aiteres (1) — Cavgay (n)}]

QCz?
|Q2|=n—-1

Qn{z,z+e; }=0

= - Z [fQu{;r—&-ei} - fQU{x}][£QU{x+6i}<7]> - gﬂu{x} (77)]

QCcz?
[Q2]=n—1
QN{z,z+e; }=0

Hieraus folgt:

SH0) = 530 S {0 — i)

=1 xcZ?
2
1
= 522 > auwre — favw]lavtere () — Eavga ()]
=1 x€Z2 ngZ

|Q|=n—1
Qn{z,z+e; }=0

Insbesondere bildet also & den Raum M,, in sich selbst ab.

Wir leiten nun die Zerlegung A = Ap+ A+ A_ des asymmetrischen Anteils
A des Generators her. Wegen

1

(A =5 > (@) —nle +e)][f (™) = F(n)

x€Z?

betrachten wir zunéchst den Term [n(x) —n(xz+e1)][f (n"*T) — f(n)], wobei
wir den oben fiir f(n***) — f(n) berechneten Ausdruck verwenden:

18



[n(x) = n(x + e)][f (1) = f(n)]

= Z [fQU{J:+61} - fQU{x}][n(x + 61) - W(I)]KQU{Q:—Fa}(n) - SQU{x} (77)]

anfemten=0
|
N7 Y. lavprar = famln(e + ) —n(@)]*éa(n)

1Q|=n—1
QN{z,z+e1 }=0

Also gilt:

Af(n) 2\/T Z Z [fQU{achel}_fQU{x}] [77(5’3+61)—77(33)]2 69(77)

zeZ? QCcz?
1Q]=n—1
Qn{z,z+e;1 }=0

(10)
Fiir den Faktor [n(z + e1) — n(2)]? erhalten wir folgende Zerlegung:

(@ +e) = @) = [+ e))* = 2n(@)n(z + e1) + ()]

= n(z) +n(z+e) —2p—2pn(x) — 2pn(z + 1) + 4p°
—2n(z)n(z + e1) + 2n(x)p + 2pn(z + 1) — 2p°
+2p — 2p?

= (1—=2p)n(z) —p+nlz+e)—p
—2[n(z) — pln(x + e1) — p]
+2p(1 = p)

Diese Gleichung erlaubt uns die angekiindigte Zerlegung A = Ag+ A, +A_,
indem wir in Formel (10) den Faktor [n(z + e;) — n(z)]? durch obige drei
Summanden ersetzen:

1
A W
(Aof)(m) 2y/p(1 — );EGZZQ s§z2
mf;‘;ﬁ%}:@

[faugerery — faugay](1 = 2p)[n(x) — p+n(x + 1) — pléa(n)
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(Af)(n)

(A-f)(n)

1-2
9 & Z Z [fQU{oc+e1} - fQU{x}]Eﬂu{x}(n) + gQU{x+e1}(n)]

r€Z? QCcz2
|Q]=n—1
QN{z,z+e1 }=0

1Q|=n—1
Qn{z,z+e1 }=0

[fauerery — faugayln(x) — plln(x + e1) — pléa(n)

— /p(l — p) Z Z [fﬁu{;c-l,-el} - fQU{x}]éQu{x,:v+e1}<7]>

r€Z?2 QCz2
|Q|=n—1
Qn{z,z+e1}=0

V(1= p) Z Z [fﬂu{x+el} - fQu{x}]gﬂ(n)

r€Z? QCcz?2
|Q|=n—1
Qn{z,z+e1 }=0

Es verbleibt der Beweis der vierten Behauptung. Wir zeigen zunéchst, daf§ A _

beziiglich < -,

- >, zu — A, adjungiert ist. Seien hierzu f € M,,, g € M, 4.

Wir miissen zeigen, dafl < — A, f,g >, = < f, A_g >,. Hierzu verwenden
wir die expliziten Darstellungen von A, und A_ aus dem dritten Teil des
Lemmas und die Tatsache, dafl die Funktionen g beziiglich < -,- >, eine
Orthonormalbasis des Raumes der Zylinderfunktionen bilden. Seien also

Dann gilt:

—Af

f:ZfQ&), 9= Z goéa

QCZ2 QCz?
|Q]=n |Q]=n+1

V(1 —p) Z Z [fautatery — fougelaue,ater}

r€Z? QCz2
|Q)|=n—1
Qn{z,z+e1 }=0

Vol=p) Y > o — foveralée

T€Z?  qcz2

1Q|=n+1
z,x+e1 €N
Vel=p) D D o — faverenlo

QCz2 e
|Q|=n+1 z+e1€Q
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Hieraus folgt mit der Orthonormalitat der £q:

<-Aif,g>, = Vp(1-p) Z Z [fo\{z190 — fo\(z+e}90)]

QCz2 reEQ
|Q|=n+1 z+e1€Q

= /p(l—p) Z Z fagauzy — Z fagau(ate

QCzZ2 €72 €N
|Q=n lzgsz z+e1 €Q
T+e1 €02

Andererseits gilt:

A*g =V p<1 - p) Z Z [gQU{x+e1} - gQU{m}]fQ

x€Z? Qcz?2
[Q2]=n
Qn{z,z+e1 }=0

= 4/ p(l — p) Z Z [gQU{x+e1} - gQU{ﬂﬁ}]gQ

QCZ2 z€Z?
|Q|=n x,x+e1 ¢Q

Es folgt:
< f,A_g >,

= Vo(l=p) > D [fagasiare) — fagoui)]

QCcz?2 zeZz2
|Q|=n z,x+e1¢Q

= Vp(1—p) Z Z fagautztey — Z fagautaten

QCz2 z€Z2 z€Z2
\Q]:n $+€1¢Q e ¢Q
zeN

— Z fagoutay + Z fagouia}

z€Z? zeZ2
¢ x+e1€Q

Der erste und der dritte Term in der eckigen Klammer heben sich weg. Also
gilt:

< f,A_g>,=+/p(l—p) Z Z fagaufay — Z Jagoufzter} |

QCzZ2 z€Z2 z€Q
|Ql=n z¢Q z+e1¢Q
T+e1 €02
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und dies stimmt mit dem fiir < —A, f, g >, erhaltenen Ergebnis iiberein.

Wir zeigen jetzt, dal A_ auch beziiglich < -,- >, zu —A; adjungiert ist:
Eine elementare Rechnung ergibt, dafi A, fiir jedes z € Z? mit dem Transla-
tionsoperator 7, kommutiert. (Diese Tatsache beruht letztlich auf der Trans-
lationsinvarianz der Ubergangswahrscheinlichkeiten.) Es folgt fiir f € M,,
g € M

CA_fig>, = Y <A frg>,

2€Z2

= — Z < f, A9 >,

2€Z?

= =) <[fimAg>,
2€Z2
= —< f,Ag>,

Damit ist Lemma 2.3 bewiesen. ]

Ab jetzt betrachten wir nur noch den Fall p = 1/2 und lassen den Index
p fort. In diesem Fall verschwindet A,. Die Zerlegung

C=PM,
Jj=1

des Raumes der Zylinderfunktionen mit Erwartungswert 0 und die geméif3
Lemma 2.3 daran angepafite Zerlegung

des Generators mit § : M,, - M,, , A : M,, — M1 und A} : M,, —
M,,_1 erlauben es, die Resolventengleichung (A — £)u = w in der Form des
folgenden unendlichen linearen Gleichungssystems zu schreiben:

Ajul =0
Aj_UQ + ()\ - S)Ul =0
Aiug  + A=8uy — Apur = wy

Aj_U/k+1 + ()\—S)uk — .AJruk,l = Ofurk23

Dabei ist ug der Anteil von u, der im Raum M, liegt. Aufgrund von For-
mel (5) ist wy = 0 fiir k£ # 2, und daher w = ws.

Dieses System 13t sich noch wie folgt vereinfachen:
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1. A*u; ist konstant und daher 0 im Raum C?; die erste Gleichung ist
daher von selbst erfiillt.

2. Eine elementare Rechnung ergibt, dal Sw; und A% u, ebenfalls im
Raum CY verschwinden: Su,; ist ein Gradient, und A uy erfiillt das
Kriterium aus Formel (9). Die zweite Gleichung ist daher dquivalent zu
uy = 0.

Es verbleibt daher die folgende Hierarchie:

Aj_u;g + ()\ — S)’LLQ = w
AiUkJrl + ()\ — S)Uk - A+Uk,1 = 0fur k Z 3

Wir betrachten jetzt das bei Grad n (n > 2) abgeschnittene Gleichungssy-
stem:

A+ (A=8S)ud = w
a4+ A=S)ulY - AwY, = 0fir3<k<n-1 (11)
A=8ud — A, =0

Fiir n = 2 erhalten wir als einzige Gleichung:
A =8l =w (12)
Wir definieren fiir einen Operator X den Operator kX durch
KX = {(A=8) + AX A}
Man beachte:

1. Gilt beziiglich < -, - > im Operatorensinne X > Y, so gilt kX < kY.
Durch Anwendung von x wird also die Ungleichung umgekehrt.

2. Gilt X >0, so gilt auch kX > 0, denn A\ — § ist beziiglich
< -, > positiv (siehe [6], Formel (1.6)).

Wir definieren die Operatoren (7;);>2 durch
T =r2\-8)""

Esgilt also , = (A= 8)™, T, = {(A = S) +Ai7§_1¢4+}_1 fiir i« > 3, und
alle 7; sind beziiglich < -, - > positiv.

Lemma 2.4 Fiirn > 2 gilt:

ué") =Tw
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Beweis : Fir n = 2 folgt die Behauptung unmittelbar aus (12). Sei daher
ab jetzt n > 3. Wir zeigen zunichst mit vollstdndiger Induktion, dafl fiir
3 <k <ngilt:

ul = Too p Asuy (13)

Wir beginnen die Induktion mit dem Fall & = n. Losen wir die letzte Glei-
chung des bei Grad n abgeschnittenen Gleichungssystems (11) nach ul) auf,
so erhalten wir wie behauptet:

W™ = A =8) A,
= 72¢4+U7(1n—)1
= %+2—nv4+u1(1n—)1
Fiir den Induktionsschritt sei 3 < k < n — 1, und wir nehmen an, daf}
uf)y = Toprp Ay
Setzen wir dies in (11) ein, so erhalten wir:

AT e A + (A= S — A, =0

Losen wir nun diese Gleichung nach ué") auf, so erhalten wir wie behauptet:

u? = {A=8)+ Ai%ﬂ—szJr}A Ay

= Toow A,
Damit ist (13) bewiesen. Fiir k = 3 lautet (13):
uf) = T Ayl
Setzen wir dies in die erste Gleichung von (11) ein, so erhalten wir:
AT Al + (A= S)ul? = w

Losen wir dies nach u§”> auf, so erhalten wir:

u = A=)+ AT, 1A w
= lea

was zu zeigen war. O
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Es bezeichne 7, : C — C, die orthogonale Projektion.
Sei L,, .= m,L :C, — C,. Das bei Grad n abgeschnittene Gleichungssystem
beschreibt die Gleichung

A= L)u™ = w.

Wegen w € My, der Orthonormalitét der Rdume M; bzgl. < -,- > und
nach Lemma 2.4 gilt:

<w,A=L)Tw> = <wu™ >
= <wul” >
= < w, Tw>

Fiir n = 3 erhalten wir beispielsweise

<w,(A—L3)'w> = <w Bw>
= <w, {A =8+ A N-8)"4 ) Tw> (14)

Unser Ziel ist es nun, einen Zusammenhang zwischen dem uns eigentlich
interessierenden Ausdruck < w, (A — £) 'w > und < w, (A — L) 'w >
herzustellen:

Satz 3

1.
<w,(A=L3)'w> < <w,(A-Ls) > << <w,(A-L) e >

< <<w, A= L) w> << w, (A= L) w >

Mit anderen Worten:
(a) Fir2 <mn <m gilt: Ist n ungerade, so gilt:
<w,A=L)'w> < <w, (A= L) tw>
(b) Ist hingegen n gerade, so gilt:
<w, (A= L) 'w>><w, (N - Ly) w >
(c¢) Fiir jede ungerade Zahln > 3 und jede gerade Zahl m > 2 gilt:

<w,( ALy > < <w,(A-L)w> << w,(A-Ly) tw >
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<w, (A= L) 'w> = lim < w, (A= L) w>

n—o0

Bemerkung : < w, (A — L)~ w > 1aBt sich also durch Wahl immer gréferer
Werte fiir n beliebig genau nach oben und unten durch < w, (A — £,,) " tw >
abschiitzen. Allerdings wird der Ausdruck (A — £,)~'w mit wachsendem n
immer komplizierter. Wir verwenden daher in dieser Arbeit nur die untere

Schranke bei Grad 3:
<w, (A= L) 'ws> > <w, (A— L) w >
Beweis : Wir zeigen zuerst 1.(a) und 1.(b). Sei 2 < n < m. Dann gilt:
/];1 /{n—2<)\ o S)—l
T, = "N -8)!
— %n—l/ﬂm—n—l()\ - S)_l
K
K

n—2
RTm—n—i—l

"IN = 8) + A T A}

Da 7;,_n41 positiv ist, gilt {(A — S) + AiTm_nHAjL}fl < (A=38)"!. Durch
die (n — 2)-malige Anwendung von £ wird nun (n — 2)-mal die Ungleichung
umgekehrt. Ist also n ungerade, so folgt 7, < 7,,. Ist hingegen n gerade, so
gilt 7,, > 7,,. Wegen < w, (A — L,)'w > = < w, T,w > sind damit 1.(a)
und 1.(b) bewiesen.

1.(c) folgt offenbar aus 1.(a), 1.(b) und 2. Wir miissen also noch zeigen:

lim < w,(A—L,) 'w>=<w, (A= L) 'w>.

n—oo

Hierzu verwenden wir die folgende Variationsformel:
Ist der Operator () symmetrisch und positiv definit, so gilt:

<w,Q'w> = sup 2< fiw>— < f,Qf >] (15)
fec

Ferner sei fiir einen Operator M der symmetrische Teil mit M, bezeichnet.
Ist dann M invertierbar, so trifft dies auch auf M, und (M 1), und es gilt:

{M7)}3 7 = M (M)~ M
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Wir erhalten:

= <u (((0-077)7) ws

1

= <w,(A=LA=8)"A-L) w>
— iulg < fiws>—-<fA=L)YAN=8)"A=-L)f>}

= sup < fus-<OA=-LFfA=-8"A-L)f>}

= sup{2<<f,w>>—<<()\—S)f—Af,f—()\—S)_1Af>>}
fec

= swp{2< fu>-—<([LA=-8)f>-< Af,(A=8)"Af >} (16)
fec

= sup{2<<fw>> < (f,A— S)f>>—sup{2<<Afg>> < g, (A= 8)g>>}}
fec

= supinf {2 < fw> - < (fiA- $)f>> 2<<Af,g>>+<<g,(/\—8)g>>}
fec g

= supugf{2<<fw Ag> —< f[(A=8)f>+<g,(A=8)g >}
fec 9€€

Seien nun

an:—supnelf{2<<f7w Ag> - < f(A=-8)f>+<g9,(A=8)g >}
fECg

und

a" 1= sup iélcf R<fiw-—Ag>-<fA=-8)f>+<g,(A-8)g>}.
fecg n

Da die Réume C,, den Raum C ausschépfen (C =, C, gemif Formel (8)),
gilt:

an / <w,(A— L) w>

a* N\, <w,(A—L)w>
Wir zeigen jetzt:

a, < << w, (A — En)_lw > <a:
Wie fiir < w, (A — £) 'w > erhalten wir:
<w, (A= L) rw >

= Supl&f{2<<fw Ag> —< [LA=8)f>+<9,(A=8,)g >},
fecg n
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wobei S, := 7,S und A’ = 7, A"

Da S den Grad nicht erhoht, gilt S, = S.

Ferner gilt < f, Ag > =< f,A*g > , da f € C, und da die Rdume M,,
beziiglich < -, - >, aufeinander senkrecht stehen. Es folgt:

<w, (A= L) w >
= swp inf < fw-Ag>-<[(A-8)f>+<g,(A=8)g>}
fecng n

und damit
an < << w,(N—Ly)  w > < a™

Die Folge (< w, (A — £,) 'w >),en ist also zwischen den Folgen (ay,)nen
und (a"),en, die beide gegen < w, (A— L) 1w > konvergieren, eingeklemmt;
folglich konvergiert auch sie gegen < w, (A — £) 1w >.

Damit ist Satz 3 bewiesen. O
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3 Untere Schranke bei Grad 3 mittels Fourier-
Transformation

GeméB Satz 3 und Formel (14) verfiigen wir bereits iiber die folgende Abschétzung
bei Grad 3:

<w,A=L)tw> > <w,(AN=Ls) w> (17)
= <w,[A=8)+AN-8"A] w>

S, A, und A = —A_ sind dabei Operatoren, die auf dem Raum M,, der Zy-
linderfunktionen vom Grad n definiert sind. Sie sind durch die in Lemma 2.3
angegebenen Formeln explizit gegeben. Nach Definition von M,, (siehe For-
mel (6)) und wegen der Orthonormalitét der Funktionen &4 la8t sich jede
Zylinderfunktion f € M, auf eindeutige Weise als Linearkombination der
Funktionen &4 mit |A| = n darstellen. Daher &8t sich ein f € M,, auch als
eine Funktion auffassen, die jeder n-elementigen Teilmenge von Z? eine reelle
Zahl zuordnet, wobei nur endlich vielen Mengen ein von 0 verschiedener Wert
zugeordnet wird.

Stattdessen kénnen wir f auch wie folgt als symmetrische reelle Funktion auf
(Z?)™ mit endlichem Triger auffassen:

f(xl, ce

z,) = fte1,zny » falls die z; paarweise verschieden sind
rense 0 sonst

Sei
& =" ={x=(z1,...,2) € (Z)" | 7; # x; fiir ¢ # j}. (18)

Dann gilt also bis auf kanonischen Isomorphismus:

M, = {f:(Z*)™ — R | f ist symmetrisch, hat endlichen Triiger

und verschwindet aulerhalb von & } (19)

Wir werden im Folgenden auch Funktionen betrachten, die nicht unbedingt

auflerhalb von &; verschwinden und definieren daher:

M, = {F : (Z*)" — R | F ist symmetrisch und hat endlichen Triger}
(20)
In Analogie zu den Rédumen C,, und C (siehe Formeln (7) und (8)) definieren

wir ferner:
n
Co =P M
Jj=1

und

C .= UC’n:@Mj.

n>1 >1
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Fir F € M,, definieren wir
1
<F>::m Z F(z).
z€(Z2)n
Fiir zwei Funktionen F, G € M,, definieren wir ihr Skalarprodukt durch

<F.G>=<FG>.

Fir F,G € M,, stimmt dies mit dem in Formel (2) definierten Skalarpro-
dukt iiberein, da sich die Elemente einer n-elementigen Menge auf genau n!
Weisen anordnen lassen.

Auflerdem sei
<FG>»:=> <7,FG> (21)

z€Z?

wobei
(e F )21,y 20) = F(z1 42,0, 2 + ).

Die Summe in (21) ist in Wahrheit endlich, da f und g endlichen Trager
haben.

Welche Darstellung haben beziiglich dieser neuen Sichtweise der Zylinder-
funktionen die Operatoren S und A, 7

Lemma 3.1

1. Fir f € M,, und (z1,...,2,) € El(n) qgilt:

(SHxy, ..., zp)

n 2 n
-3 O
i=1 oe{1,-1} j=1

k:l
#i

2. Fir f € M, und (z1,...,2,41) € 51(n+1) qgilt:

(A ) (@1, Tpy)

n+1 n+1

:——225 xl—el (l’l,...,i'i,...7.I'n+1)—f(£€1,...,Zi'j,...,l'nJrl)]

=1 j=1

J#i
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Dabei sei firy € Z* 6(y) == 1, falls y = 0, und 6(y) := 0 sonst. Ferner
bedeute z;, dafs der Vektor x; ausgelassen wird.

Man beachte, daf8 S bis auf das Produkt der Delta-Funktionen (und den Fak-
tor % ) mit dem diskreten Laplace-Operator tbereinstimmdt.

Beweis : Wir gehen von den expliziten Darstellungen von & und A, in Lem-
ma 2.3 aus und betrachten zunéichst S. Fiir f € M,, gilt:

1 2
Sf= =520 2. lasterey — foumlliavere) — Souia)

]:1 :DEZQ ngQ
|Q]=n—1
Qn{z,x+e;}=0

- E [fau{ete;) — faugaylauiate;)
1 z€Z2 ngZ
|Q)|=n—1
Qn{z,z+e;}=0

2

J

- Z [fﬂu{x+ej} - fQU{m}]SQU{z}

QCz2
|Q|=n—1
QN{z,z+e;}=0

- _%Z D U= faotengorenlin = D [fa = fatere i én

j=1 zcZ2 ACZ2 ACZ2
[Al=n |[A]=n
TEN TEA
| z+e; €A z+e; A
1 2
- 73 Z Z Z [fa = favgepare3] — Z [fA = faUfede e} | €a
acz2 j=1 zeZ2 zEA
[Al=n g A zte;¢A
_x+ej€A
1 2
) Z Z Z [fa = favgy—e; iyl — Z [fA = faufete N\ e}) | €a
acz2 j=1 yeA zEA
|A[=n | y—e; ¢A a+e;¢A
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Also gilt:

2
1
(Sfa=—3 Yo D = Favtenm) = D [ = fastere i)
7j=1 yEA TEA
y—e; €A zte; EA

Wir formen diesen Ausdruck noch weiter um. Hierzu verwenden wir folgende
Bezeichnungsweise: Fiir eine Aussage A sei 14 := 1, wenn die Aussage erfiillt
ist, und 14 := 0 sonst. Damit gilt:

(Sfir = —% Z > = Fae—enia]l = D [fa = Favgere niay]

TEA TEA
x—e; EA z+e; EA

1 2
= 520 > Losegealfa = fauteroe il

j=1 z€A oe{1,~1}
) 2
= 3 Y D Levoeealfavtatoe o} — fa]
€A oefl,—1} j=1

Fiir A = {xy, ..., z,} mit paarweise verschiedenen z; erhilt man wie behaup-
tet:

(SH@1 - zn) = (SHar,mn
n 2
1
- 52 Z lei+06j§3{x1 ----- wn}[f{ml ----- xzitoe;,..., wn}_f{m ----- xn}]

i=1 oe{l,~1} j=1

- 53 X STIn- stk - o)

i=1 ge{l,-1} j=1 k=1
(-1 g=t =

X[f(l‘l,...,[Ei+0€j,...,ll§'n)—f($1,---,xn>]

Wir fithren jetzt eine analoge Rechnung fiir A, durch.
Gemé#B Lemma 2.3 gilt (beachte p = 1):

1
A+f = _5 Z Z [fQU{x—&—eﬂ» - fQU{m}}gﬂu{z,x—&-el}

rEZ2 QCz?2
|Q2]|=n—1
QN {z,z+e1 }=0

— _%Z Z [favtay = faviares)éa

z€Z?  pcz2

[Al=n+1
r,xte; EA
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= —% Z Z [faviey = Faverenyléa

ACZ2 TEA
|A|=n+1Tte1€A

Also gilt:
1
(A fla = ~3 > ey — Favarent)
xfeelAeA
Fir A = {x1,..., 2,41} mit paarweise verschiedenen z; erhilt man:
(A-i-.f)(xla cee 7$n+1) = (A+f>{x1 ..... Tn+41}
1 n+1
= _5 Z 1$i+61€{$1 ,,,,, zn+1}[f{ivl,--.,l'nJrl}\{fL’i} - f{$17--~7$n+1}\{$i+€1}]
i=1
1 n+1 n+1
= =522 o —wm—e)
=1 j=1
J#i
X[f(l’l, R ,Zi’z', - 7~Tn+1) — f(l'l, - ,i’j, - ,In_i_l)},
was zu zeigen war. O

Wegen (17) sind wir daran interessiert,

< w, (A= L) 'w > =< w, [(A=8)+ AL A= S""A] " w > nach un-
ten abzuschétzen. Dies ist aber nicht so einfach. Wir ersetzen daher S durch
den diskreten Laplace-Operator A und A, durch einen Operator A, wobei
A und A, auf ganz M, und nicht nur auf M,, definiert sind. Sodann wird
die Fourier-Transformation ein niitzliches Hilfsmittel sein.

Seien also die Operatoren A : M,, — M, und A, : M,, — M, ., durch

AF(zy,...,2,) ::Z Z Z[F(azl,...,xj—{—aek,...,xn)—F(:vl,...,mn)]

j=1 ce{l,—1} k=1

2
= Z[F(ml, coTiteg, ) —2F (0, ) E (2, e, o, Ty

und
A+F([E1, ce ,IL‘n+1>
1 n+1 n+1
= —5225(%—@—@1)[1?(331,...,g:ni, e Tp)—F (1, B T
=1 j=1
j#i

(22)
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definiert. Fir f € M, stimmen also A, f und A, f {iberein, und Af und
Sf unterscheiden sich (um den unerheblichen konstanten Faktor 1) und ein
Produkt von Delta-Funktionen.

Wir definieren ferner
A=A — AL,
L=A+A
und
L, =mn,L:C,— C,,

wobei 7, : C' — C,, die Projektion sei.

Im néchsten Kapitel werden wir den folgenden Satz beweisen, mit dem wir
< w, (A — L,)"'w > nach unten durch < w, (A — L,)"'w > abschitzen
konnen, so dafl wir ab jetzt L3 statt L3 untersuchen kénnen.

Satz 4 Es gibt ein C' > 0, so dafs fiir alle n > 3 und alle gentigend kleinen
A >0 gult:
<L w, (A= Ly)w>

Cnb

<w, (A= L) fw > >

Wir definieren die Fourier-Transformierte von F' € M,, durch

F(p):= ) F(x)e ™ (23)

ze(Z2)n

fiir p € (R*)"™, wobei

n 2
r-p-= szlfjkpjk

j=1 k=1

das Standard-Skalarprodukt auf (R?)" bezeichne.
Bemerkung :

1. Die Summe in (23) ist in Wahrheit endlich, da F endlichen Tréger hat.

2. Offenbar ist F' periodisch mit Periode 27(Z2)", so daB wir F' auch als
Funktion auf (R?/27Z?)" auffassen konnen.

34



3. Fiir z € Z2 gilt:

—

T.F(p) = Z F(zi+2,...,00 4+ 2)e” P
x€(Z2)n
_ Z F(:C>€fz(:r17z ..... Tn—2)D
ze(Z2)™

4. Fiir F,G € M, gilt wegen der Orthogonalitit der Funktionen e=*":

1 . =
<F,G> = —/ F(p)G(p)dp
nl(2m)2n (R2?/27Z2)n (p)G(P)

1 / R -
= F(p)G(p)dp
’I’L'(27T)2n ([77“71.}2)71

5. Aus 3. und 4. folgt:

<FG>» = Y <n.FG>

zEZ2
= (p)G(p)dp
27T nl(2r)2n Ze%/—ﬂﬂ] 2)n
= . )G(p)e* =i=171dp

Lemma 3.2 Fir F,G € M,, hat < F,G > den Wert

_ F(pr, ... pp1,— VG(p1s- . Poot, — Ndps ... dp,_
n!(27r)2(n—l) /([M]Q)n_1 (pl, y Pn—1 ;p]) (Pl Pn-1 ;p]) D1 Dn—1

Beweis : Nach der letzten Bemerkung gilt:

<<FG>>_ 2 2n Z/ p17-'-7pn)é(p17'"7pn>€izzy:lpjdpl‘-'dpn
7T zez2 V7T 2

Wir formen zunéchst das Integral um. Hierzu substituieren wir (pq,...,ps)

durch

]5 = ¢<p1a7pn) = (ph""pn_l’pn o ij)
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Wegen det(¢) = 1 erhalten wir nach dem Transformationssatz:

/ F(pla e 7pn)é(p17 cee 7pn)eiZZ?:1pjdpl R dpn
([=m,m]2)™

- / FG)G @) dpy .. dp, (24)
¢~ 1(([-m,7]2)")

Es gilt:
¢~ ([=m, 7)) = {(pr,- -, pa) € RY)" | Py, 7pn17p—z_:1?j € [-m, 7]’}

Daher ist ¢~1(([—m, w|*)") ebenso wie ([—7, 7]?)" bis auf eine Nullmenge ein
eindeutiges Vertretersystem fiir (R?/27Z?)". Wegen der Periodizitét des Inte-
granden koénnen wir daher in (24) statt iiber ¢~ (([—m, 7)?)") iiber ([—m, 7]*)"
integrieren und erhalten:

/ F(p)G(p)e*Prdp, ... dp,
=1(([—m,m]2))

~

:/([ . F(p)G(p)e™ dp . .. dp,

= / |:/ F(ﬁ)é(ﬁ)dlh C. dpn_1:| e’izpndpn
[—m,m]? ([—m,m]2)n—1

Den Ausdruck in den eckigen Klammern bezeichnen wir mit H(p,). Damit
gilt also:

1 A
FG>=—— H(po)e™dp,
<G> = Z/[MP (pn)e™™dp

2€Z2
Nun ist aber .
Y H(p,)e*  dp,
zGZZQ (27T)2 /[—71',7@2

gerade der Wert der Fourier-Reihe von H an der Stelle 0, der wegen der
Differenzierbarkeit von H mit H(0) {ibereinstimmt. (Da F und G endlichen
Tréger haben, sind F' und G und daher auch H unendlich oft differenzierbar.)

Es folgt:
(27)?

FG>»=—""+
< HE> nl(2m)2n

H(0)

n—1

n—1
1 / . A
= Vo No(n_1) F(plv"'apn—la_ p‘)G(ph'"apn—la_ p)dpl
w207 Sz 2. ; ]

j=1
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was zu zeigen war. O

Wir berechnen jetzt die Fourier-Transformierten von —AF fiir F' € M,, und
AL F fir F' € M,. Dabei verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:
Fiir £ € R sei

w() = —[e® —2+¢e%] =2 —2cos&. (25)

Man beachte, dal w() stets reell und nichtnegativ ist und daf§ die Taylor-
Entwicklung von w(§) an der Stelle 0 bis zum Term dritter Ordnung mit der
Taylor-Entwicklung von &2 {ibereinstimmt. Wir diirfen daher in Abschitzun-
gen fiir betragsmiiflig kleine £ w(¢) durch & ersetzen. Wir definieren ferner
fir u € R?:

w(u) == w(uy) + w(uz)

und fiir p € (R*)™

Lemma 3.3

1. Fir F € M, gilt:

2. Fir F' € M, gilt:

A 1 ie —ie ”
A+F(p17P2:P3) = _5 Z[e o1 — 1p63]F(p0'1 +p0'37p0'2)

og€ES3

Nach Anwendung der Fourier-Transformation erhalten die Operatoren A und
A, also eine relativ einfache Form.

. . — =
Beweis : Wir untersuchen zuerst —AF":

TAF(p) = — Y. AF(z)e

x€(Z2)™

= —ZZ Z F(xy,...,05 4 ep, ..., m,)e P

Jj=1 k=1 ze(Z?)"



Wir ersetzen jetzt © = (z1,...,x,) im ersten Summanden durch

= (2, ) = (T, e, m) =2+ (0,000 e, .., 0)
und im dritten Summanden durch
"= (1, — ey ) =2 — (0,0, ep, ..., 0).
Damit ergibt sich:
- n 2
—AF(p) = — Z F(z), ... z)e @ =0nmer0)p
j=1 k=1 2/e(Z2)"
no 2
+2 Z F(xy,...,z,)e” P
j=1 k=1 ze(Z2)n
n 2
_ Z F({,E,ll, 7 :E;;)efz(a:"Jr(O ..... €ky--,0))p
j=1 k=1 ze(22)"
n 2
= — F(xq, ,xn)e_wpeie"‘pj
Jj=1 k=1 ze(Z2)"
n 2
+2 Z F(xy,...,z,)e P
J=1 k=1 ze(Z2)"
n 2
- Z Z F(xy,...,2,)e “Pe erPi
j=1 k=1 z€(Z2)n
no 2
= — Z F(x1,...,x,)e P | [P — 2 4 e7'kPi]
j=1 k=1 |ze(z2)n
n 2
= = D [ =2 e ] F(p)
j=1 k=1
= Zw(p])F(p)
j=1
= w(p)F(p)

Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

Jetzt berechnen wir ﬁ fir F' € M,. Geméfl Formel (22) gilt:
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(A+F)(x1, To, X3)

——225 o —xj—e)|F (21, ..., &, ..., xpp1) — F(21,..., 3, .

k#]

_% Z 5(‘7:03 — oy —

oE€S3

el)[F(xffl + eluxcrz) - F(xolvxag)]

Es folgt:

—

A+F(p1>p2,p3)

S (A F)(@)e e

z€(Z2)3

DS
2
o€ES3 ze(Z2)3
Tog==Toq €1

DD
2
o€ES3 ze(Z2)3
Tog=Toq €1

OB

o€ES3 ze(Z2)3

[F (20, + €1,%0,) — F(2g,, T0y )] P

[F(25, + €1, Tgy) — F(24,, To,)|e(#1P1 H22P2HT3P3)

*i(xlpol +x2po'2 +I3Pa3 )

F(zy + e1,x9) — F(x1,29)]e

r3=T1+e€e;
1 .
5 Z [F(z1 + e1,22) — F(x1,x2)] Z e~ (#1Poy +22poy +(1+€1)Po3)
z€(Z2)? L €55
L Z F(xq,29) Z e~ i((z1=€1)po; +72P0y +71P03)
z€(Z2)? L o€S3 |
1 [ , :
- _Z(I Poq +T2Po +(m “+e )po. )
+2 F($175U2)Z€ 1Poy FH2Pay T {T1HeL oy
$E(Z2)2 L o€ES3 ]

—%Z Z F(xq,22)

0ES3 xe(Z2)?
X [e—i((xl—el)Pal+932Pag+$1p03) _ e_i(fﬂlpul+12P02+($1+61)P03)j|

——Z Z F.?Il,l’z

o0€Ss xe(Z2)?

—1 -’Elpo'l +$2p02+xlp03)[ 7'elpa'l _ efelpo'g,]
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ik

—3 L = e Bl + ey
€S53

E F 5131,332 l(ﬂﬁl(palerog)erzpoz)[eiewgl _ efemgg]
€(22)?2

T

[\Dlt—\ [\Dln—

Damit ist Lemma 3.3 bewiesen. ]

Lemma 3.4 Sei F' € My. Dann gibt es ein C' > 0, so daf fiir alle gentigend
kleinen X > 0 gilt:

KALFE,(AV-A)TALF > < C'/ wleyu) |log(A + w(w))| |F(u, —u)|*du

[_77777}2

Beweis : Ab jetzt bezeichne C eine generische positive Konstante. Nach den
beiden letzten Lemmata gilt (beachte n = 3):

~ 1 |AL F(p1, pa, —(p1 + p2))|?
<K A F, (A=A 1AF>>:—/ 2 dp, d
+ ) A 6(27)* J((—mmpzy2 A+ w(p1) + w(p2) + w(—(p1 + p2)) prapz
(26)
Setze p3 := —(p1 + p2). Nach Lemma 3.3 und der Cauchy-Schwartzschen
Ungleichung gilt:
) 2
‘A+F(plap2ap3)’2 - Z_l Z[eielpal - Zelpa?’]F<p01 +p037p02)
og€ESs3
3 ie1po —ie1po 20z 2
< 5 ; ‘6 t—e 3| ‘F(pol +p037p02>
oES3

Da mit F auch F symmetrisch ist, kénnen wir daher (26) nach oben durch

ie1p1 __ ,—te1p3|2 F‘ 2
C/ le € I*| F'(p1 + p3, p2)] dpy dps
([=m,7]2) A+ w(pr) +w(p2) +w(ps)

abschétzen. Sei
11

I':= ([—7‘(‘, W]2)2 \ ([_gv §]2)2'

Auf T ist der Nenner unabhéngig von A von 0 weg beschrénkt. Da wir nur
Terme beriicksichtigen miissen, die fiir A — 0 divergieren, kénnen wir unsere

Aufmerksamkeit auf ([—%, §])* beschrinken. Ferner diirfen wir dort w(p;)
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durch ||p;||3 ersetzen, siehe hierzu die Bemerkung zur Definition von w (For-
mel (25). Wir setzen aulerdem w := p; 4+ p3 und v := p; — p3 und beachten
pe = —(p1 + p3). Ferner gilt:

|6i61p1 — e_i61p3|2 - (eielm . e—i61p3)(eielp1 — e—ie1ps)
— (eielpl _ e*ielp:i)(e*ielpl - eie1p3>
= 92_ eie1(p1+p3) _ e—iel(p1+p3)
= 2_ eielu - e—ielu
= w(eu)

Es folgt:

sc/
[7

Fiir das innere Integral erhalten wir:

<A F,(A=A)TAL P>

. 1
wlerw) |F(u, —u)|? / — adv ¢ du
P =22 A R+ (el + (145013
(27)

11
8’8

/ ! dv < / = d
u+v U—v V= v
e A+ 1923+ el + 11513 By 50 A+ 3llulls + 5[z

Nach der Integrationsregel fiir rotationssymmetrische Funktionen ist dies

gleich
1/5 2mr
/ sz 12
o At a3t ir
= 27 |log(A + §HuH2 + l) —log(A + §Hqu)
N SAT I T 5y T OB T G
3

< 2 log(A + 5 ul})

< Cllog(A +w(u))|
Setzen wir dies in (27) ein, so erhalten wir die Behauptung. 0J

Satz 5 Es gibt ein C' > 0, so daf fir alle geniigend kleinen \ > 0 gilt:
<w, A=A+ A (A= A)TTA ] w > > Cllog A2

Beweis : Erneut bezeichne C' eine generische Konstante. Wir definieren fiir
A > 0 den Operator By durch

< F,B\G > = / wleyw) |log(A + w(u))| F(u, —u)G(u, —u)du.

[771-777}2

41



Nach Lemma 3.4 gilt fiir geniigend kleine A > 0 im Operatorensinne:
A (A= A)AL < OB,
und daher
A=A+ A AN=A)TA ' >CAN-A+ B "
Also:
<w, A=A+ AT A=A AT e >

‘UA}(’LL, —U)|2

du (28)

Aufgrund von Formel (5) und wegen p = 1 gilt fiir den Fluf w:

1 fir A = {O 61}
_ 4 9
WA = { 0 sonst

bzw.

1 _ _
w(m,xz) = { 67 iilrllsst(xl,xQ) (61,0) oder (331,:L"2) (0,61)

Fiir die Fourier-Transformierte von w gilt daher:

1 . 1
UAJ(pl,pZ) — 1_1672(61,0)-(2717;02) _i_Ze*'L(O,el)-(pl’pg)
1 . 1 .
== Ze_zplel —|— Ze_lp%l
Folglich gilt:
A( ) 1 iuel _I_ 1 —iuey
wlu, —u = —e —e
) 1 1
= 3 cos(uey)
11
> C f.. E —= = 2
= ir u € | 3 8]

Wir bezeichnen die Komponenten von u mit £ und 7. Unter Beachtung von
w(u, —u) > C fiir u € [—3, §]* und w(—u) = w(u) 1aBt sich (28) nach unten
durch

1/8 p1/8 1
0/1/8 /1/8 Nt w() T w(€) + () [Tog(h T w(n) - w(©))]
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abschéitzen. Wir konnen diesen Ausdruck bis auf einen konstanten Faktor
weiter nach unten abschétzen, indem wir

|log(A+w(n)+w(€))| < [log(A+w(n))| benutzen und w(z) durch z? ersetzen.
Damit erhalten wir:

<L w, [N — A+A*()\ A)TA e >

Y

1/8 1
déd
/1/8 _1s AR+ 62+ €2 |log(A + n?)] < dn

1/8 r1/8 1
_ c/ / ded
s s N E Pt ogOh ke

Wir fiihren nun die Substitution &(1+|log(A+7%?)| )2 =: z durch und kénnen
weiter nach unten abschétzen durch

1/8 ,1/8 1
C/ / dz dn.
st O+ 2+ 21+ log(h+ ) )12

Wir schétzen weiter nach unten ab, indem wir Polarkoordinaten (7, ¢), also

z 7 COS ¢
n = rsing
o= nt+2

verwenden und nur iiber den Bereich

1
R20<r<—, _<
{ro)eR?|0<r< o " <o
integrieren. In diesem Bereich gilt n? > 22, daher
2

IN
L

[\

[ log(A+1)| < |log(A + T+ 5|
und folglich
772 212
(14 [Tog(r + 7)) < Cllog(A+ -+ )|

Insgesamt erhalten wir:

<w, A=A+ A A= A)TTA ] e >
1/20 ;37/4 ,
/ / 5 do dr
(A +172)| log(A + %) |1/

1/20
C'/ o dr
o (A3 log<A + 5|2

1 >|1/2
800

v

v

= C {\ log A2 — |log(\ +
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Den Subtrahenden kénnen wir nun durch die Konstante |log(ghs)|"/* nach
oben abschétzen, was den Beweis des Satzes beendet. 0
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4 Abschitzung von £, durch L,

In diesem Kapitel skizzieren wir die Strategie, um Satz 4 zu beweisen, also
die Tatsache, daB sich < w, (A — £,))"'w > nach unten durch

< w, (A — L,)"'w > abschitzen 1i8t. Der Fall n = 3 impliziert zusammen
mit den bisherigen Ergebnissen Satz 2 und damit Theorem 1, denn:

<w,A=L) > > <w, (A= L) w> nach Satz 3
> C<w, (A= L) tfw> nach Satz 4
= C<w,N=A+AL(A=A)""A]"'w > nach Formel (14)
> (C'|log M|'/? nach Satz 5

Wir erinnern an die Definition der Funktionenrdume M, und M, (siehe
Formeln (20) und (19)):

M, = {F:(Z*)" — R| F ist symmetrisch und hat endlichen Triiger}
M, = {f € M, | fverschwindet aulerhalb von & }

Dabei ist (sieche Formel (18))
& = {z € (2°)" | x; # x; fiiv i £ j}.

Wir zerlegen jetzt das Komplement von & in zwei Mengen & und E;:

&, bestehe aus genau denjenigen Punkten z € (Z?)" \ &1, die die folgende
Bedingung erfiillen: Es ist zwar gestattet, dafl x; = z; fiir zwei Indizes @ # j
gilt, aber dann muf |z; — x| > 5 fiir alle k& ¢ {4, j} gelten. (Dabei sei

lyl := |y1| + |y2| fiir y € Z2.) Die Punkte aus & haben also nur isolierte
Doppelstellen. Sei &3 die Restmenge, also & := (Z)"\ (£, U &).

Da wir nur symmetrische Funktionen auf (Z?)" betrachten, spielt die Rei-
henfolge der Komponenten eines Punktes x € (Z*)" keine Rolle. Wir kénnen
daher stets annehmen, dafl ein Punkt z € & die Form

x = (21,21, .., Tk, Tky Togt1, Tok+2, - - -, Ln) Mit paarweise verschiedenen z;
hat.

Wir definieren Operatoren R : M,, — M, und T : M,, — M,, wie folgt:

Der Operator R : M, — M,, ist einfach die FEinschrankungsabbildung:

| F(x) firze&
(RF)(@) = { 0 fiir o € & U &

Der Operator T': M,, — M, ist wie folgt definiert:
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Fir x € & sei (T'f)(x) := f(x).

Fir © = (21,21, ..., Tk, Tk, Toka 1, Toka2, - - -, Tn) € E sei (T'f)(x) das arith-
metische Mittel der Funktionswerte von f an den in & gelegenen Nachbar-
punkten von x, das heifit:

Tf(xh L1y oy Ty Ty x?k-}—l) x2kz+2) .. 71:71)
= AM{f<x17 Y1y -5 Thy Yk T2kt15 - - - 7xn) | (y17 cee Jyk) S (ZQ)k
und |z; —y|=1firi=1,... k}
(Mit AM bezeichnen wir das arithmetische Mittel.)
Da z nur isolierte Doppelstellen hat, liegt (z1,y1, ..., Tk, Yty Tokt1, - - -5 Tn)

tatséchlich in &;.
Schlielich sei fir x € & (T'f)(z) := 0.

Durch Anwendung von T" wird f also in gewisser Weise gegléttet.

Man beachte, dafl 7' und R nicht invers zueinander sind, dafl aber RT" die
Identitat auf M,, ist.

Mit Hilfe der Operatoren 7" und R koénnen wir jetzt ein Lemma formulie-
ren, das wir zum Beweis von Satz 4 benétigen werden. Fiir einen Beweis
dieses Lemmas siehe [5], Lemmata 4.3 und 4.5.

Lemma 4.1 Fir jedes n > 3 gibt es eine Konstante C' = C(n) > 1, so daff
fir alle f € C, und alle F' € C,, qult:

i K [A=8f><<Tf,AN-ATf>
2 ,
KFA-A)F> > o5 <TRF, (A= A)TRF >
3.
<Af, (V=8 TAf >
< C® < AT, (A= A)TATf > +n* < Tf, (A= A)Tf>>]
4.

<K AF, (A= A)TTAF >

v

1
- < ATRF,(A\— A)'ATRF > — Cn* < F,(A = A)F >
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Bemerkung : In [5] werden diese Aussagen nur fir f € M, und F € M,
formuliert. Sie iibertragen sich aber unmittelbar auf f € C, und F € C,,,
denn C), ist die direkte Summe der M; (7 = 1,...,n), und die M; stehen
beziiglich < -, - > aufeinander senkrecht.

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir jetzt Satz 4 beweisen. Wir erinnern
daran, daf} die Behauptung lautet:

Es gibt ein C' > 0, so daB fiir alle n > 3 und alle geniigend kleinen A > 0 gilt:
<L w, (A= Ly) 'w>
Cnb

Beweis von Satz 4 : Im Beweis von Satz 3 (Formel (16)) hatten wir mit der
Variationsformel (15) gezeigt, dafl

<w,A-L)'w>=sup{2< flu>-<([LA-8)f>-<Af,(A-8)'Af >}.
fec

Auf dieselbe Weise erhilt man:

<w, (A= L) 'w > >

< w, (A= Ly) 'w >

= sup 2< Fw>—-<FA-A)F> - <AF,(A—A)TAF >}
FEC’FL

Da (A — A)~! nichtnegativ ist, folgt fiir jedes e mit 0 < e < 1:
< w, (A= Ly) tw >
<sup 2< Fws> —<EFEA-A)F > — < AF,(A—A)TTAF >}
FeC, 29)

Sei .
F.=TRF

Nach Lemma 4.1.4 gibt es ein C' > 1, so daf:

<K AF,(A=A)TAF > > % <K AF,(A\-A)T'AF > — Cn? < F,(A\-A)F >
(30)

L so erhalten wir zusammen

fiir alle F' € C,,. Setzen wir in (29) nun € := T

mit (30):
< w, (A= Ly) tw >

1
< sup 2K Fuw> < FA-A)F>— —— < AF,(A\—A)'AF >
FeC, 20n?

1 1 - -
< sup 2K Fw> < FOA-A)F>— —— < AF, (V- A)'AF >
FeCy 2 2C%n?
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Nach Lemma 4.1.2 gilt fiir alle F' € C,,:
1 _ .
K FA=A)F>> W<<F,()\—A)F>>

Also gilt:
< w, (A — Lp) tw >

< F,(A=A)F>

1
< sup {2<<F’w>>_20n2

FeCy

1 L
~ spra CAE, (A= 4) AF>>}

Wir schreiben ab jetzt f fiir RE. Damit gilt F = TRF = Tf. Ferner gilt
< f,w > =< F,w >, denn alle 7,w verschwinden auflerhalb von &£;, und
in & stimmen F' und RF iiberein. Da auflerdem A — A nichtnegativ ist, folgt:

< w, (A= Ly) tw >

1
< 2 - Tf,(A—=A)T
< ?3(2{ <fw> —575 <TF( JTf>
1
2O”<<ATf(A A)~ 1ATf>>}
1
< 2 Tf(A—AT
—?23{ Lfw> —gms <Tf,A-A)Tf>

1
1oz AT (A= A) PATf >

! s KT, (A= A)Tf >

= sup {2<<f,w > — 1

Jeln

<Tf,(A=ATf >+

<K ATf, (N — A TATS >>] }

1 1
4C%n2 AC%n4

1
= sup{2<<f,w>> 4022<<Tf(>\ ATf>

Jeln

1
4C3nb
Nach Lemma 4.1.1 gilt:
KT HA=ATf>><f,(A=8)f >,
und nach Lemma 4.1.3 gilt:
Cln*<Tf,(A\=A)Tf>+n"<ATf,(A—A)'ATf >]
> <AfLV-8)TAf >

Cln' <Tf,(A=A)Tf>+n> < ATf,(A— A)'ATf >>]}
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Es folgt:

< w,(\— L) tw >

1

< Sup{2<<f,w>>— <L fAN=8)f>— <<Af,(A—S)‘1Af>>}

fecn 4C?n? 4C3nb
< 9 B — - ~- 9!
< ?SCIZ{ < fow> 1o < A=8)f> 1 < Af,(N=8)LAf >>}

Wir ersetzen jetzt f durch g := 4C3nSf. Damit gilt:

< w, (A= Ly) tw >

1 1
< - — —— — -1
< ;élc{)l {2<<g’w>> 1050 L g,(AN=8)g> 10576 < Ag, (A= S) .Ag>>}
= AC°n°sup 2 < fiw > — < f,(A=8)f > - <Af,(A\=8)TAf >}

fecn
= 4Cn° < w, (N — L) w >,

wobei der letzte Schritt wieder auf der Variationsformel (15) beruht.

Damit sind Satz 4 und somit auch Theorem 1 bewiesen. O
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